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1 Podstawy rachunku prawdopodobienstwa

1.1 Przestrzen probabilistyczna
Definicja 1.1.1. Przestrzen zdarzen elementarnych.

Niepusty zbior Q wszystkich mozliwych wynikéw dodwiadczenia losowego. Jego elementy
to zdarzenia elementarne.

Definicja 1.1.2. o-algebra zdarzen.

Podrodzina 3 w rodzinie wszystkich podzbioréw €2 o nastepujacych wlasciwosciach:
1. Qe X
2. Jesli AeXto A =Q\AeX

3. Dla dowolnego ciggu zbioréw A, As, ... takiego, ze A; € ¥ dla i € N, zachodzi
o0
U A, ex
i=1
Jej elementy to zdarzenia losowe.

Wiasnos$ci zdarzen:
1.0eXx
2. Jedli A1, Ag,...,Ap €X, t0 AyUAU...UA, €X
3. Dla dowolnego ciggu Aq, As, ... takiego, ze A; € ¥ dla i € N, zachodzi

ﬁAi €
i=1

4. Jesli A, BeX to A\BeX
Okredlmy niezbedna terminologie:
() — zdarzenie niemozliwe
Q) — zdarzenie pewne
A" =Q\ A — dopelienie zdarzenia A
AN B = — zdarznia wzajemnie si¢ wykluczaja.
Definicja 1.1.3. Miara probabilistyczna (rozklad prawdopodobienstwa).
W przestrzeni () z o-algebra zdarzen > dowolne odwzorowanie

P:3—[0,1]

spelniajace warunki:



1. P(Q) =1

2. Dla dowolnego ciggu zdarzen Ay, As, ... takiego, ze A; € ¥ dlai € Noraz A;NA; =
() dla i # j zachodzi

P ([’j Az) =3 P(A)

Wtlasnosci prawdopodobienstwa:

1. P(0)=0
2. Jedli skoficzony ciag zdarzen Aj, Ag, ..., A, spelnia warunek
AiNnAj=0dlai#j
to

P(AjUAsU...UA,) =P(A1)+ P(As) +...+ P(Ay)
3. Dla dowolnego zdarzenia A zachodzi
P(A)=1- P(A)
4. Dla dowolnych zdarzen A i B zachodzi
P(AUuB)=P(A)+ P(B)—-P(ANB)
5. Jesli A C B to P(A) < P(B)
6. Jesli zdarzenia Ay, Ag, ... tworza cigg wstepujacy, tzn.
Al CAyC...
to
P (G AZ-> = Zlirgo P(A;)
i=1
7. Jedli zdarzenia Aq, Ao, ... tworza ciag zstepujacy, tzn.
A1 DAD ...
to

i=1

1—00

Definicja 1.1.4. Przestrzen probabilistyczna.
Trojka (2, %, P), gdzie:

Q0 — niepusty zbidr,

> — o-algebra w €,

P — miara probabilistyczna.

Liczbe P(A) nazywamy prawdopodobienstwem zdarzenia A.



1.2 Prawdopodobienstwo warunkowe
Definicja 1.2.1. Prawdopodobienstwo warunkowe.

Liczba okreslona wzorem

P(ANB)

PA]B) = =55

gdzie
A, B C Q — zdarzenia,
P(B) > 0.

Jest to prawdopodobienstwo A pod warunkiem B.

Definicja 1.2.2. Uktad zupelny zdarzen.

Skonczony lub nieskonczony ciag zdarzen Ai, Ao, ... jesli zdarzenia w ciaggu parami wza-
jemnie sie wykluczaja, tzn.

AiﬁAj:@, 1#£ ]

Q=4

oraz zachodzi

Twierdzenie 1.2.1. Twierdzenie o prawdopodobienstwie catkowitym.

Jedli zdarzenia Aj, Ao, ... tworza uklad zupelny oraz P(4;) > 0 dla i € N, to dla
dowolnego zdarzenia B zachodzi

P(B) = 3 P(B| A)P(4)

Twierdzenie 1.2.2. Twierdzenie Bayesa.

Jedli zdarzenia A; tworza uklad zupelny taki, ze P(A;) > 0dlai € N, a B jest zdarzeniem
takim, ze P(B) > 0, to dla dowolnego k zachodzi

_ P(B| A)P(A)
P B) = —pET A P4

1.3 Niezalezno$¢ zdarzen

Definicja 1.3.1. Niezaleznosé¢ zdarzen.

Zdarzenia A i B nazywamy niezaleznymi jesli
P(A,B)=P(A)- P(B)

Zdarzenia Ajp, As,...,Ar nazywamy niezaleznymi jesli dla kazdego ukladu indekséw
i1,192,...,1x oraz dla kazdego k € {1,2,...,m} zachodzi

P(A;, Aiy, ..., As) = P(A;) - P(A;,) - ... P(A;,)



Definicja 1.3.2. Niezalezno$¢ warunkowa.

Zdarzenia A i B sa warunkowo niezalezne wzgledem C' dla P(C') > 0 jesli
P(A,B|C)=P(A|C)-P(B|C)

Zdarzenia Ay, Ag, ..., Ay sa warunkowo niezalezne wzgledem C dla P(C) > 0 jedli dla
kazdego ukladu indekséw i1, 1, ..., oraz dla kazdego k € {1,2,...,m} zachodzi

P(A;, Aiy, ..., A, |C)=P(A;, |C)-P(Ay, | C)-...- P(4;, | O)

2 Zmienne losowe jednowymiarowe

2.1 Zmienna losowa
Definicja 2.1.1. Zmienna losowa.

Zmienna losowa to odwzorowanie

X:0-X
takie, ze dla kazdego A € ¥y zachodzi

X 14 ex

gdzie (€2, X, P) jest przestrzenia probabilistyczna, X dowolnym niepustym zbiorem, a
Y.y o-algebrg podzbiorow X.
Definicja 2.1.2. Rozklad prawdopodobiennstwa zmiennej losowej.

Funkcje
PX . ZX — [0, 1]

okreslong nastepujaco
Px(4) = P(X~'(4))

gdzie (2, %, P) jest przestrzenia probabilistyczna, X niepustym zbiorem, Y.y o-algebra
w X, a X :Q — X zmienna losows.
Definicja 2.1.3. Dystrybuanta zmiennej losowej.

Niech X : 2 — R bedzie zmienng losowg rzeczywista. Dystrybuanta zmiennej losowej
rzeczywistej X nazywamy funkcje

Fx :R —[0,1]

okreslona wzorem
Fx(z) = P(X <) = Px((—oc,])



Definicja 2.1.4. Funkcja prawdopodobienstwa.

Rozklad dyskretny zmiennej X jest wyznaczony przez funkcje
p:S—[0,1]

okres$long nastepujaco:
p(zk) = Px(x) = P(X = )

Funkcje p nazywamy funkcja prawdopodobienstwa rozktadu zmiennej X.

Definicja 2.1.5. Funkcja gestosci.

Gestos¢ zmiennej losowej X to funkcja
f iR — [0, +00)

taka, ze dla dowolnych a,b € RU {—o00, 400} takich, ze a < b zachodzi
b
Pla< X <b)= / f(x)de

Definicja 2.1.6. Wartosé oczekiwana.

Wartoscia oczekiwang zmiennej losowej rzeczywistej X nazywamy liczbe okreslong wzo-
rem

p=pux =EX)=EX =
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